1502

G.JOB

Zur Vereinfachung thermodynamischer Rechnungen
Das ,,Stiirzen“ einer partiellen Ableitung

G. Jos

Institut fiir Physikalische Chemie der Universitait Hamburg

(Z. Naturforsch. 25 a, 1502—1508 [1970] ; eingegangen am 10. Juni 1970)

Durch die Einfiihrung einer neuen einfachen Operation zur identischen Umformung von Differen-
tialausdriicken 1iBt sich der Arbeitsaufwand bei thermodynamischen Rechnungen stark verkiirzen
und das Ergebnis vieler Aufgaben héufig in einer Zeile unmittelbar aus den Definitionsgleichungen
der vorkommenden Groflen ohne Riickgriff auf friiher abgeleitete Beziehungen und ohne Zwischen-
rechnung aufstellen. Samtliche Reziprozititsheziehungen der klassischen Wirmelehre und der
Thermodynamik irreversibler Prozesse konnen in einem einzigen Rechenschritt zusammengefaBt
werden, so daB sich der Formalismus der thermodynamischen Potentiale weitgehend eriibrigt.

Einleitung

In der Wirmelehre werden in der Regel neben
den unmittelbar meflbaren Groflen zusitzlich ver-
schiedene Verédnderliche eingefiihrt, die zwar zur
Beschreibung der thermischen Erscheinungen nicht
unbedingt notwendig sind, die aber die mathemati-
schen Umformungen erleichtern sollen. Gréfen die-
ser Art sind etwa die Entropie, die Enthalpie und
die thermodynamischen Potentiale. Insbesondere
besteht die Aufgabe der letzteren im wesentlichen
darin, da} mit ihrer Hilfe gewisse Symmetriebezie-
hungen, etwa die Maxwellschen Relationen, aufge-
stellt oder aber mittelbar angewandt werden kon-
nen.

Diese Rolle der Potentiale kann nun auf Grund
eines noch zu beweisenden Satzes durch eine be-
stimmte Rechenoperation iibernommen werden, die
die fraglichen Symmetriebeziechungen unmittelbar
liefert. Dadurch lassen sich die tblichen thermo-
dynamischen Rechnungen auch ohne Hilfe der
charakteristischen Funktionen — und ohne Kreis-
prozesse — auf einfache Weise durchfiihren.

Funktionensysteme
mit symmetrischen Funktionalmatrizen

Wir betrachten einen Satz von Funktionen, die in
der Umgebung eines Punktes Py = (219, Z2gs -« + - Tno)
stetig differenzierbar sind

Xi=fi(xl’x2""9xn) i=1,2,...,n,

und nehmen an, dal zwischen den Ableitungen der
einzelnen f; an der Stelle P, die Bedingungen

(3 wimraen

bestehen. x; bezeichnet dabei die Gesamtheit aller x
ohne z;.

Nun wird man im allgemeinen das erste Glei-
chungssystem auch so umschreiben konnen, daf ein
Teil der z, sagen wir 2s,,..., sy, links als abhin-
gige Verinderliche stehen und statt dessen irgend m
der X, etwa X,,...,Xr,, rechts unter den Funk-
tionszeichen auftreten. Das ist, jedenfalls wenn man
verlangt, dal die so gebildeten neuen Funktionen
ebenfalls stetig differenzierbar sind, in einer gewis-
sen Umgebung von P, genau dann moglich, wenn
die aus den Zeilen ry,...,7r, und den Spalten
Sys...»5n gebildete m-reihige Unterdeterminante

der Matrix (3X;/3z;) in P, nicht verschwindet:
O Xryye -y Xrpp)

8(131, cee

+0.

s Zsm) T aens s

m+1 n

Aus den vorausgesetzten Symmetriebeziehungen
(1) ergeben sich fiir die neuen Funktionen zwangs-
laufig dhnliche Bedingungen. Um sie formulieren zu
konnen, wollen wir alle in (1) unabhéngigen und
alle abhingigen Verinderlichen, die z; und X;, je-
weils untereinander gleichartig nennen und die sich
schridg gegeniiberliegenden Groflen z;, X als ein-
ander zugeordnet bezeichnen.

Nun stellt jeder aus n+ 1 verschiedenen, aus den
x; und X; ausgewihlten Zeichen willkiirlich gebildete
Differentialquotient eine mogliche Ableitung einer
der oben genannten Funktionen dar. In einem sol-
chen Ausdruck kann ein beliebiges Paar zusammen-
gehoriger Groflen z, Xj entweder vollstindig oder
teilweise vorkommen oder auch ganz fehlen. Wir
bilden dann zu einem derartigen Differentialquotien-
ten einen zweiten durch ,,Stiirzen“ des ersten, das

heifit durch folgende Operation:
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VEREINFACHUNG THERMODYNAMISCHER RECHNUNGEN

1. Vertauschen von Zihler und Nenner und gleich-
zeitiger Ersatz dieser Verdnderlichen durch die
jeweils zugehorige.

2. Umkehren des Vorzeichens, falls im Zihler und
Nenner gleichartige Groen stehen.

3. In den Index werden alle im urspriinglichen Aus-
druck ungepaart vorkommenden Verdnderlichen
eingesetzt und zusétzlich alle diejenigen Paare,
die darin vollstandig fehlen.

Beispiel fiir n=4:
X, A Oz, Jz, dz,
(éT(,)z, s Xo 82, (872) - (85 )X1 2 X'
Wir wollen sagen, daf} sich eine Ableitung stiir-
zen laBt, falls sich ihr Wert durch diese Operation
nicht dndert, und behaupten jetzt:
Wenn fiir cin System stetig differenzierbarer
Funktionen

Xi=fi(zy,%25...,%p) i=1,2,...,n,

die in der Umgebung eines Punktes Py(1g, Z2gs - - « s Zno)
erklirt sind, die n-reihige Funktionalmatrix (3f;/9z;)
in Py symmetrisch ist, dann ist dort

1. jeder beliebige aus n+1 der insgesamt 2 n Zei-
chen z;, X; formal gebildete Differentialquotient
und

2. jede n-reihige, formal gebildete Funktionaldeter-
minante Oa/3b, in der @ und b eine beliebige
Auswahl von jeweils n verschiedenen der 2 n Zei-
chen z;, X; darstellen, stiirzbar, sofern nur der
urspriingliche Ausdruck sinnvoll ist.

Dabei nennen wir eine Determinante Oa/3b
,stirzbar®, falls sich ihr Wert nicht dndert, wenn
man in a oder b die dort moglicherweise vorkom-
menden Paare z;, X; zusammengehériger Groflen
durch die ebensovielen gar nicht darin vertretenen
Paare x;, X; ersetzt, und zwar so, dal an Stelle
eines 7, jetzt ein X; und an Stelle des zugehorigen
Xy das entsprechende z; tritt. Beispiel fiir n=4:
ar(Xl vy Xy %) a(Xyifsfsfﬂ af{tjﬂ X, z5)

a(Xz x5 23 X3) N a(Xz 75 23 X3) el = a(rx X, X2 ’

Unter ,,sinnvoll“ verstehen wir, dal die dem frag-
lichen Differentialausdruck zugrunde liegenden
Funktionen tatsdchlich vorkommen und stetig diffe-
renzierbar sind, oder genauer gesagt: Das gegebene
Gleichungssystem soll in einer Umgebung von P so
auflosbar sein, dal die im Ausdruck auftretenden
unabhéngigen Veranderlichen auch als solche er-
scheinen und die entstehenden Funktionen stetige
Ableitungen besitzen.
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Es sei erwahnt, dal die genannten Satze sich auch
als Aussagen iber lineare Gleichungssysteme auffas-
sen lassen, so daf} ein Vergleich mit den in der Theo-
rie dieser Systeme auftretenden Sdtzen und Berech-
nungsverfahren lohnend sein koénnte. Wenn man
namlich die Differentiale von n der Veranderlichen
x;, X; durch die der iibrigen Verédnderlichen aus-
driickt, treten die partiellen Ableitungen gerade als
Koeffizienten der diese Differentiale verkniipfenden
linearen Gleichungen auf. Durch Auflésen der Sy-
steme nach verschiedenen Variablensitzen kann man
auf einfache Weise Umrechnungsbeziehungen zwi-
schen den Ableitungen erhalten, wovon u. a. MEIX-
NER Gebrauch macht .

Beweis der 2. Behauptung

Wegen der Symmetrie der Matrix (3X;/3x;) gilt
zundchst

( @ !L’L’:_:, ,‘,Llell),)
Lol

O (%515« « =15 Tsmg) g 55 zs,
_ (O (Xsgs- - Esm)g)
B ( Q(Zrys - - - » Trey) Tr o iseens zr, ’ (2)

denn das (k,[)-te Element links (3X;/Qxs;) stimmt
mit dem (I, k) -ten rechts (3Xs;/Qxr) iiberein. Wei-
terhin mag im folgenden z die Gesamtheit aller z;
bezeichnen, ferner ¢, u, v, w die durch die vier Rela-
tionen

z;€a und X; ¢a,
z;¢c und X; ¢a,

bestimmten Teilmengen von z und die entsprechen-
den GroBbuchstaben T,U,V,W jeweils die Menge
der zu den z; € t,u,v bzw. w gehorigen X;. Die
Elemente dieser Mengen denken wir uns nach stei-
genden Indexnummern geordnet.

Die gegebene Determinante Oa/Cb konnen wir
dann folgendermaflen umformen:

Sa _ Oa [3b . 3w, U, W) [/3b
b 9z/ 3z = ¢ 3(t,u,v,w) / Oz
_C(a(U’,W>,> ob (S(V,W)) 3b

dw,w) Joul 3z =€ w) Jt,ol Bz

z;€a und X;€a,
z;¢a und X;€a

d(u,w)
3wV, W) [3b _3a* /36 _ da
(¢, u, v, w) 3z 03z/ 3z 3"
Der erste Schritt ist moglich, sofern 9b/3x =0 ist,
was vorerst vorausgesetzt sei. Beim zweiten Schritt

ordnen wir in der Determinante Ca/Cx die Zeilen
und Spalten so um, dal sie die angegebene Form

1 J. MEIXNER, Int. J. Eng. Sci. 1, 329 [1963].
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erhilt. Dabei kann sich unter Umstanden das Vor-
zeichen dndern, was durch den Faktor ¢ beriicksich-
tigt wird. Dann beseitigen wir alle Zeilen und Spal-
ten, die nur Einheitsvektoren enthalten (3. Schritt)
und wenden darauf die anfangs genannte Beziehung
(2) an (4. Schritt). Die weiteren Vorgénge sind die
Umkehrung der ersten drei Malnahmen. Der Fak-
tor ¢ wird dabei dadurch zum Verschwinden ge-
bracht, daB man die Umordnung, bei der ¢ auftrat,
wieder genau riickgdngig macht (6. Schritt). Die
schlieBlich entstehende Determinante Ca*/Jb hat
dann denselben Wert wie die urspriingliche und un-
terscheidet sich von dieser genau dadurch, dafl im
»Zahler“ die darin vorkommenden Paare z;, X
durch die darin nicht vertretenen Paare in vertausch-
ter Anordnung X;, z; ersetzt sind.

Nach dem gleichen Verfahren kann gezeigt wer-
den, daf aa/ab konstant bleibt, wenn man in b die
fraglichen Paare austauscht. Ja/3b ist also stiirzbar.

Fiir sinnvolle Ausdriike Oa/3b, auf die sich
allein die Behauptung erstreckt, ist nun immer
Ob/dx+ 0. Denn bezeichnen wir mit X ,..., Xy,
alle in b vorkommenden X;, mit xs,,...,zs, die
ebensovielen in b nicht vertretenen und mit s, 1,

.., Zsp die ubrigen z;, dann gilt mit ¢= + 1 oder
c=—1
b O Xryy - o s Xrims Tomats e -+ s Tsp)

D =
Oz Q(Tsgs v+ s Tsyps Tsgpa1s -+ + » Tsp)
a Xr ....Xr
=C(V a( 1 7777’777,',')-— #0’
(Zs15 - <+ s Tm) [Ty seeese,

da ja, damit die X/, ..., Xr, als unabhéingige Ver-
anderliche auftreten konnen, die letzte Determinante
nicht verschwinden darf.

Beweis der 1. Behauptung

Mit Hilfe des eben bewiesenen Satzes? kann die
Stiirzbarkeit eines Differentialquotienten in einem
einzelnen Fall sofort nachgewiesen werden, wie an
dem oben schon einmal erwidhnten Beispiel gezeigt
sei:

(an) _ Xy zyzy Xy) _ 92y Xy X,z
QX /z2xa Xs O (Xy 23 Xg) (X 2o Xy z4)

- (afl,)
- 81'2 X1X41‘4‘

Fiir den allgemeinen Beweis teilt man die vor-
kommenden Ableitungen am einfachsten in verschie-
dene Arten ein, die man getrennt durchrechnet.
Wenn wir das im Nenner vertretene GroBenpaar

2 Wegen eines Beweises mit elementaren Hilfsmitteln siehe
G. Jos, Dissertation, Hamburg 1968.
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z;, X; mit p, P bezeichnen und das den Zihler stel-
lende mit g, ), sofern es von dem ersteren verschie-
den ist, dann konnen wir etwa folgende Fille unter-

scheiden (1. Zeile p, 2. Zeile P im Nenner) :
GG,
q
3p )pPe \ 3p JPg
(55) (G )(57) (35, (55, (35 )a 35,
.02
rq pQ

Dabei wurde der Index I jeweils nur so weit ange-
schrieben, als er die Veranderlichen p, P, q,Q ent-
hilt.

Die Menge aller ;= p, ¢ bzw. X; %P, Q wird nun
durch die vier Relationen

zel wnd X1,
z;¢1 und X, €1,

in je vier Teilmengen ¢, u,v,w von z bzw. T,U,V, W
von X zerlegt, deren Elemente wieder nach steigen-
den Indexnummern geordnet zu denken sind. Damit
konnen wir die oben nur teilweise angeschriebenen
Indizes jetzt durch den &uBerlich tberall gleichen
Abschnitt

;€] und X;eI,
z;¢1 und X;el

t,u, U W

vervollstdndigen. Im 2., 3., 11. und 12. Differential-
quotienten enthalt (u, U) ein Groflenpaar z;, X; mehr,
im 8., 9., 17. und 18. ein Paar weniger als (v, V),
wahrend sonst die Zahl der Paare gleich ist, wie
man sich am besten an Hand von Beispielen klar
macht. Um diese Ungleichheit zu beseitigen, wol-
len wir das iberschissige Paar, nennen wir es
r, R, aus (u, U) bzw. (v, V) ausgliedern und jeweils
getrennt auffithren. Der 2. Differentialquotient lau-
tet dann z. B. vollstindig (9Q/3p) ,r.tuv.w -

Alles iibrige ist reine Rechenarbeit, von der drei
Beispiele (1.,2.und 6. Quotient) vorgerechnet seien:
(aP) _ 3(PtuUW) _3PtVuW)

tuUW

ap T 3(tuUW)  3(@tVoW)

_ (?5)
ep ) tevw’

_3(QrRtuUW) _3QPptVoW)

3Q
(ap)rRtuUW— Q(prRtuUW) S(QqtVoW)
_ 78{{)
- (ap pQte VW’
781]) :,a,,(,q’,o',‘, ) _ 3(P,p...)
3p/otuvw 3@, Q..) 2(@Q..)

-5
- 3Q/ ptovw ”



VEREINFACHUNG THERMODYNAMISCHER RECHNUNGEN

Anwendung in der klassischen Thermodynamik

Aus der Existenz einer Gleichung von der Gestalt
n
dY = > X, dx;
i=1

mit Xi=fi(.’tl, ..

dU=T dS+ (—p) dV + = u;dn; (Mischphase),
dU=TdS+Ddd (gedrillter Stab),
dU=TdS+¢pde (galvanische Zelle)

(U = innere Energie, T = Temperatur, S = Entropie,
p=Druck, ¥V =Volumen, u = chemisches Potential,
n = Stoffmenge, D =Drehmoment, ¢ = Drehwinkel,
@ = Spannung, e=Ladung), folgen zunichst die Be-
ziehungen

.»,), zum Beispiel

(aX,'/axj)z‘j = (an/axi)x.‘-

und damit die Stiirzbarkeit eines willkiirlich aus
n+ 1 verschiedenen z; oder X; gebildeten sinnvollen
Differentialquotienten. Dabei werden im Falle des
Energiedifferentials dU gerade die konjugierten
Grofen einander zugeordnet und es gelten — nach
PraNckscher Bezeichnung® — alle ,,Krifte“ bzw.
»Arbeitsvariablen® als gleichartig. Ohne daf} irgend-
eine weitere Uberlegung oder Rechnung erforderlich
wire, sind damit siamtliche zu den Gréflen T, S, — p,
V, uysngy Posng,... bzw. T, S, D, 6 usw. gehori-
gen Reziprozititsbeziehungen erfaflt, die sonst nur
teilweise durch Legendre-Transformationen mit Hilfe
des Schwarzschen Satzes gewonnen werden konnen.
Beispielsweise ergeben sich die Maxwellschen Bezie-
hungen einfach durch Stiirzen der rechten Seiten der
folgenden Gleichungen

()= Csh (acmls= = (35)r

(%)T - (’E}JBTTP))V’ (a(aisp))f= <'§’TV’>_,,'

Um die Arbeitsweise mit der eingefiihrten Rechen-
regel zu zeigen, seien hier einige bekannte und we-
niger bekannte Beziehungen abgeleitet. Die fiir jede
Umformung erforderlichen Rechenschritte sind in
Klammern dem Beispiel nachgestellt. Dabei bedeu-
ten ,,Umkehren® und ,,Erweitern® eines Differential-
quotienten die Vorgénge

()= (o) ena (5= (o).
b (3 e = = (G e (30

3 M. PLANCK, Vorlesungen iiber Thermodynamik, de Gruyter-
Verlag, Berlin 1964.
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Da das Differential dU zur Aufstellung aller Rezi-
prozititsbeziehungen geniigt, verwenden wir es we-
gen seiner priagnanten Grofenzuordnung ausschlie3-
lich. Natiirlich konnten auch die anderen charakteri-
stischen Funktionen herangezogen werden, doch
bringt das keine Vorteile.

1. Differenz der Wirmekapazitdten

Es empfiehlt sich, Warmen, wenigstens reversible,
grundsitzlich iiber Entropien zu berechnen und nicht
iber Enthalpien, wie es iiblich ist. Entsprechend
denkt man sich die Warmekapazititen zweckmafi-
gerweise durch die Gleichung

_.[3s
C=T(5),
definiert. Dann erhalt man mit dU=TdS+(—p)dV

TN )
=T(g;)r (2?)1) =Tp¥ pr

{Einsetzen der Definitionsgleichungen; Berechnung
von (3S/3T), mit S=S[T,V (p,T)], wodurch sich
das zweite Glied weghebt; - Stiirzen des mittleren
Faktors; Einsetzen des Ausdehnungs- und Span-
nungskoeffizienten

y=V"1(3V/3T), und f=p~'(3p/eT)v} .

2. Temperatur- und Druckabhdngigkeit
des chemischen Potentials

[S; =molare Entropie, V,,=Molvolumen. dU=

T dS+ (—p) dV + pdn]

Su s\
<VaT)pn == (é;)l,:p = —Sn,

9 v )
( SZ )Tn - <a;)pT = Vm (Sturzen) .

3. Clausius-Clapeyronsche Gleichung
[& = Reaktionslaufzahl,

schen Potentiale in beiden Phasen.

+ (—p) dV + dp d€]
(g%)/x,‘s - ('a;#)ps /(%Apl)rs

-5,/

(Erweitern mit 4du und Umkehren eines Faktors;
Stiirzen; Einsetzen von Umwandlungsentropie und
-volumen.)

Au =Differenz der chemi-

dU=TdS
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4. Warmeaufnahme bei OberflichenvergroBerung

[0 =Oberflichenspannung, A =Oberflaiche. dU

=TdS+ (—p) dV +0d4]

3S So &
T (ﬁ)pT =-T (-8”1‘7)”‘4 (Stiirzen) .
5. Magnetokalorischer Effekt

(H =magnetische Feldstirke, M =magnetisches
Moment, C,; = Wairmekapazitit bei konstantem p
und H). Das Differential der inneren Energie fiir
die zu magnetisierende Probe lautet

dU-TdS+ (—p) AV +HaM.
Gesucht ist der Koeffizient (3T /QH) s:

(). - (B (5, - &
QH/ps 3S/pa\3H/pr — = Cpu\3T)pnm

(Erweitern mit S; Einsetzen der Warmekapazitat
und Stiirzen des zweiten Faktors.)

6. Temperaturabhingigkeit der Urspannung
einer galvanischen Zelle

Fiir die innere Energie der Zelle konnen wir an-

setzen dU=TdS +pde.

] 3S ”
('a’(;.)e = — (5;3)T (Stiirzen) .

Von den im Inneren ablaufenden chemischen Um-
setzungen braucht nichts bekannt zu sein. (95/3e) 7
oder T (3S/3e) r sind unmittelbar kalorimetrisch be-

stimmbar.

7. Temperaturinderung beim Spannen eines Drahtes

(F = dehnende Kraft, [ = Lange des Drahtes.
Energiedifferential dU =T dS+ F dl)

aT Al Al QT
(D) () - (2 ), - oo
(Stiirzen; Erweitern mit T'; Einsetzen der Warme-

kapazitit Cr und des Léngenausdehnungskoeffizien-
ten a.)

8. Druckabhingigkeit der kritischen Feldstirke
bei Supraleitern

Die Umwandlung in den normalleitenden Zustand
wird hier als einfacher Phaseniibergang betrachtet.

4 J.MEeixNER u. H.G.REix, Thermodynamik der irreversiblen
Prozesse, Fliigges Handbuch der Physik, Band III/2.
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[dU=TdS+ (—p) dV + M dH + Au d£]

(3o e ae = = o) / (5t
p /)T dus 3p Jrue/ \ CH Jrp:

- ( 2?)”11/ (%)Tpll: jl:; '

(Erweitern mit Ax und Umkehren eines Faktors;
Stiirzen; Einsetzen der Umwandlungsgroflen). Da
die Suszeptibilitit y eines Supraleiters —1 betragt
und die des Stoffes im normalleitenden Zustand da-
gegen verschwindet, ist

AM: (Zn_Xs) ,U()HVm:‘v",lloH Vm,

wobei 1, hier die Induktionskonstante bedeutet.

9. Wasserverlust eines Haares bet Streckung

Die Lingendnderung von Haaren in Abhingig-
keit vom Wassergehalt oder dem Teildruck p* des
Wassers in der Luft wird bekanntlich zur Feuchte-
messung ausgenutzt. [ = chemisches Potential des
Wassers in der Luft, wobei u=uy+RT In(p*/p,)
ist und g, py irgendwelche festen Bezugswerte be-
deuten, n =Menge der im Haar enthaltenen Feuch-
tigkeit, F =dehnende Kraft, [=Lédnge des Haares.
Das Energiedifferential fiir das Haar lautet dU =
Fdl+ udn.]

(3= (7).~ () (50 o/ (510)

F Jp»  \3F Ju  \Bu/F Bp*)F/ \Sp* F
_p* ( al >
" RT \Jp*)r

(Ersetzen von p* durch u; Stiirzen; Erweitern mit

p* und Umkehren eines Faktors; Einsetzen der Ab-
leitung Su/3p*.)

Anwendung in der Thermodynamik
irreversibler Prozesse

Die gesamte Verlustleistung mehrerer miteinan-
der gekoppelter dissipativer Vorgidnge 1aft sich héu-
fig als eine Summe von Produkten darstellen ¢

B B T T T Fonns

Da @ bei Zeitumkehr sein Vorzeichen andert, muf
in jedem Summanden genau ein Faktor ebenfalls
sein Vorzeichen wechseln. Diejenigen Grollen, die
sich bei diesem Vorgehen nicht dndern, wollen wir

5 R.HAAsE, Thermodynamik der irreversiblen Prozesse, Stein-
kopf, Darmstadt 1963.

6 S. R. pE GrooT. Thermodynamik irreversibler Prozesse,
B. I. — Hochschultaschenbiicher, Band 18/18 a.
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als ,Krifte“ X, die iibrigen als ,Flisse“ oder
»Strome* I bezeichnen im Einklang mit der An-
schauung, daB sich eine Stromung bei einem Riick-
lauf der Zeit umkehrt. Dadurch sind die X gegen
die / eindeutig abgegrenzt, und es werden unnotige
Komplikationen bei der Formulierung des Onsager-
schen Satzes vermieden. Die Unterscheidung von
»a-“ und ,,f-Kriften® und die Einfiilhrung der so-
genannten Casimirschen Koeffizienten eriibrigt sich.
Wir wollen hier nur nichtentartete Falle erortern,
bei denen die Flisse durch die Krafte eindeutig be-
stimmt sind

Li=fi(Xy,X5,...)

und genau dann verschwinden, wenn die Argumente
zu Null werden. Fir die partiellen Ableitungen der
Fliisse nach den Kréaften im Ruhezustand (alle X =0
oder alle I = 0) gilt der Onsagersche Satz

(81;) _(aﬁlj)
oX; x; —\ax; X,

Durch diese Gleichungen werden im Sinne der Stiir-
zungsregel den /; die X; zugeordnet, wiahrend alle
Strome oder alle Krifte unter sich gleichartig hei-
Ben. Daraus folgt, dal jeder beliebige aus den X;
und /; zusammengesetzte, sinnvolle Differentialquo-
tient im Gleichgewicht beim Stiirzen seinen Wert
nicht dndert. Treten im Zéhler und Nenner gleich-
artige Groflen auf, dann erhalt man Reziprozitats-
beziehungen in der von Casimir angegebenen Form.
Die Produktsummendarstellung der Verlustleistung
spielt in diesem Teilgebiet der Warmelehre eine @hn-
liche Rolle wie das Energiedifferential in der klas-
sischen Thermodydamik. In einfachen Fallen 148t sie
sich unmittelbar anschreiben, ohne dal3 eine Bilanzie-
rung von Energie, Impuls, Ladung, Entropie usw.

erforderlich sind.

Wir betrachten im folgenden die Kopplung par-
alleler Fliisse in einer ,Leitstrecke®, das heit in
einer stoffdurchlassigen Membran, einer pordsen
Wand, einem leitenden Korper usw. Als , Krafte®
treten die Unterschiede der auf beiden Seiten herr-
schenden Temperaturen T, Driicke p, der chemischen
oder elektrischen Potentiale © oder @ und a@hnliches
auf. Denken wir uns die Werte dieser GroBBen auf der
einen Seite konstant, dann konnen wir fiir die Dif-
ferentiale der Krafte X schreiben

dX=d(T—-Ty) =dT
dX’=d(p—p,) =dp

oder usw.
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Die Verlustleistung einer derartigen ,,Leitstrecke®
stellt eine Summe von Produkten aus ,,Potential-
differenzen“ und zugehorigen ,,Stromstarken“ dar
(Js =Entropie-, Jy=Volumen-, I=Ladungsstrom
und J; = FluB} des i-ten Stoffes) :

D=1A¢p (elektrischer Widerstand),
D =JsAT + 3 J; Au; (stoffdurchlassige Membran),
D=JsAT +Jy dp  (Fritte) usw.

Man erhilt die schon geldufige Zuordnung von Tem-
peratur, Druck, chemischem und elektrischem Poten-
tial zu Entropie, Volumen, Stoffmenge und Ladung.
Die durch die irreversiblen Ausgleichsvorginge zer-
streute Energie denken wir uns auf irgendeine Weise
aus der ,,Leitstrecke* abgefiihrt, z. B. unter Verstar-
kung des austretenden Warme- bzw. Entropieflusses.
Js ist dann als die je Zeiteinheit zustromende Entro-
piemenge zu definieren. Ebenso wie in der klassi-
schen Thermodynamik vereinfachen sich die Bezie-
hungen und Rechnungen betrdchtlich, wenn man
Wirme oder Warmestrome grundsitzlich iiber En-
tropien berechnet 7.

Wir wollen zunachst ein Rechenbeispiel etwas
ausfiihrlicher erértern und spéter kurz einige an-
dere angeben.

1. Strémungspotential

Beim Hindurchpressen einer Fliissigkeit durch
eine Fritte oder einen porosen Korper kann sich auf
beiden Seiten ein Unterschied des elektrischen Po-
tentials ausbilden. Fiir die Abhédngigkeit dieser
»Otromungsspannung” U vom aufgewandten diffe-
rentiellen Uberdruck dp im stromlosen Zustand /=0
ergibt sich (Verlustleistung @ =Jy Ap +1U)

. )

Ap/)1~ ~ \31/p\3p)U
_ (@L)“(?lk) __ L
- aU y4 aU p_ - Gp

(Erweitern mit /; Umkehren des ersten Faktors und
Stiirzen des zweiten; Einfiihren des ,,elektroosmoti-
schen Leitwertes“ L, und des elektrischen G, der
Fritte im drucklosen Zustand.) Die hergeleitete Be-
ziehung ist nur richtig fiir die Argumente

]V,I,U,AP=O,

7 Das laBt vermuten, daB8 die herkommliche Thermodynamik
ungeschickt aufgebaut ist. Tatsdchlich kann die phdnomeno-
logische Warmetheorie, wenn man von den historisch ge-
wachsenen Begriffen und Darstellungen abriickt, formal und
begrifflich stark vereinfacht werden. Vergleiche hierzu G.
Jos, Sudhoffs Archiv 53, 378 [1970].
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weil sonst die Stiirzbarkeit der Ableitungen nicht
gewihrleistet ist. Soweit die Zusammenhédnge mehr
oder weniger linear sind, etwa fiir kleine Druck-
unterschiede, konnen wir der obigen Gleichung auch
die iibliche Gestalt geben

Lp
U=—GpAp (I=0).

2. Elektroosmose

Wenn man umgekehrt durch die in die Flissig-
keit tauchende Fritte einen elektrischen Strom schickt,
kann dies parallel hierzu eine Fliissigkeitsstromung
verursachen. Diese Erscheinung ist der Umkehreffekt
zur Ausbildung einer Stromungsspannung bei einem
Druckunterschied an der Fritte. Der Zusammenhang
der fiir beide Erscheinungen kennzeichnenden Ko-
effizienten (3Jy/3I), und (3U/3p);, die sogen.
Saxénsche Beziehung 8, ergibt sich unmittelbar durch

Stiirzen
(i’) _ (§!K>
dp/r— — \3I Jp’

3. Thermoosmose

Ebenso einfach ergibt sich die Abhingigkeit des
thermoosmotischen Druckes, das heifit des sich ein-
stellenden Druckunterschiedes an einer auf beiden
Seiten verschieden temperierten porosen Wand oder
Kapillare von der Temperaturdifferenz d7' (Sy*=
Uberfiihrungsentropie der Volumenstromung. & —

Js AT + ]y Ap)

op s\ __ +
(aT)JV - (SJV)TZ —Sv

4. Thermostrom durch einen Widerstand
im spannungslosen Zustand

@)= (37,97 = = (5, (37,47

_ (3U\ "t (3Is\ ypr_ Se*
_(81)1' (m)dT— RTdT'

(Stiirzen) .

VEREINFACHUNG THERMODYNAMISCHER RECHNUNGEN

(Entwickeln des Differentials; Erweitern mit U;
Umkehren des ersten Faktors und Stiirzen des zwei-
ten; Einfiihrung der elektrischen Uberfiihrungs-
entropie S,* und des isothermen Widerstandes Ry .
Dabei ist @=JsAT +1U.)

5. Membranpotential bei Temperaturgleichheit

Wenn F die Faraday-Konstante bedeutet, dann
bezeichnet

ii;=F (3J,/31) jar

die Uberfiihrungszahl des i-ten Stoffes, wobei u; im
Gegensatz zu . fiir die Gesamtheit aller « steht ein-
schlieBlich des iten (P=JsAT +1U+J; duy+...)

(dU0)ir= Z(GU)WT dpi=— 2 (%J;)WT du;

= \Qui 3
i
=— 2 o duy.
1
(Entwickeln des Differentials; Stiirzen; Einsetzen

der Uberfiihrungszahlen.)

Anders, als es die abstrakte Definition erscheinen
1aBt, ist die Anwendung der Stiirzregel sehr einfach.
Dabei ist es zweckmalig, sich auf eine bestimmte
Groflenzuordnung  festzulegen. In der klassischen
Warmelehre ergibt das Energiedifferential dU eine
bevorzugte, natiirlich scheinende, stets gleichblei-
bende Ordnung, die auch auf irreversible Vorgénge
iibertragen werden kann — statt der ,,Arbeitsvaria-
blen® treten lediglich die entsprechenden ,,Strome®,
statt der ,,Kréfte“ die entsprechenden ,Kraftdiffe-
renzen“ auf —, so dal im Grunde auf eine explizite
Formulierung irgendeiner Fundamentalgleichung
oder der Dissipationsfunktion verzichtet werden
kann, obwohl wir es hier der Deutlichkeit halber
immer noch getan haben.

8 U. SAXEN, Wied. Ann. Phys. Chem. (2) 47, 46 [1892].



